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2.6       ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΚΑΙ ∆ΙΑΦΟΡΑ  ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ   

 
ΘΕΩΡΙΑ 
1. 
∆ιαδοχικά διανύσµατα : Είναι τα διανύσµατα στα οποία το πέρας ενός είναι  
                                                 αρχή του επόµενου  
 
2. 
Άθροισµα διαδοχικών διανυσµάτων :  Είναι το διάνυσµα που έχει αρχή την 
                                                                            αρχή του πρώτου και πέρας το πέρας 
                                                                            του τελευταίου.  
 
3. 
Άθροισµα δύο διανυσµάτων  ΟΑ

����

  και  ΟΒ
����

  µε κοινή αρχή  
Είναι η διαγώνιος του παραλληλογράµµου που σχηµατίζεται µε πλευρές τα ΟΑ και 

ΟΒ και έχει αρχή την κοινή αρχή Ο τωνΟΑ
����

 και ΟΒ
����

. 
 

4. 
∆ιαφορά δύο διανυσµάτων   
∆ιαφορά του β

�

 από το α
�

 (γράφουµε  α
�

− β
�

)  ονοµάζουµε το διάνυσµα που  

προκύπτει αν στο α
�

 προσθέσουµε το αντίθετο ου β
�

. 

∆ηλαδή   α
�

− β
�

 = α
�

+ (− β
�

) 
 

5. 
∆ιαφορά δύο διανυσµάτων ΟΑ

����

 και ΟΒ
����

 µε κοινή αρχή  
Η διαφορά  ΟΑ

����

− ΟΒ
����

 είναι ίση µε  διάνυσµα που έχει αρχή το πέρας του δεύτερου 
διανύσµατος και πέρας το πέρας  του πρώτου.  ∆ηλαδή  ΟΑ

����

− ΟΒ
����

= ΒΑ
����

 
 
 
6. 
Μηδενικό διάνυσµα : Είναι το διάνυσµα του οποίου τα άκρα συµπίπτουν  

                                            Το µηδενικό διάνυσµα το συµβολίζουµε µε 0
�

 

                                            Έτσι λοιπόν είναι ΑΑ
����

 = 0
�

,  ΒΒ
����

 = 0
�

  κ. λ. π 
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ΣΧΟΛΙΑ  
1. 
Σχηµατισµός αθροίσµατος δύο διανυσµάτων  
Καθιστούµε τα διανύσµατα διαδοχικά και εφαρµόζουµε το 2 της θεωρίας ,  ή  
τα καθιστούµε µε κοινή αρχή και εφαρµόζουµε το 3 της θεωρίας  
 

2. 
Σχηµατισµός διαφοράς δύο διανυσµάτων 
Προσθέτω στο α

�

 το αντίθετο του β
�

,  ή  
τα καθιστούµε µε κοινή αρχή και εφαρµόζουµε το 5 της θεωρίας . 
 

3.  
Άθροισµα αντιθέτων διανυσµάτων  
Το άθροισµα δύο αντίθετων διανυσµάτων είναι το 0

�

 
 
 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  
1. 
 Σε τρίγωνο ΑΒΓ δείξτε ότι ΑΒ

����

 +ΓΑ
����

 + ΒΓ
����

 = 0
�

 . 
Προτεινόµενη λύση  
ΑΒ

����

 +ΓΑ
����

 + ΒΓ
����

 =ΑΒ
����

 +ΒΓ
����

 + ΓΑ
����

  =ΑΑ
����

 =0
�

  
 
 
2. 
Για ένα εξάγωνο Ρ1Ρ2Ρ3Ρ4Ρ5Ρ6  δείξτε ότι 

 1 3Ρ Ρ

�����

 + 2 4Ρ Ρ

�����

 + 3 5Ρ Ρ

�����

+ 4 6Ρ Ρ

�����

+ 5 1Ρ Ρ

�����

+ 6 2Ρ Ρ

�����

 =0
�

 

Προτεινόµενη λύση  

1 3Ρ Ρ

�����

 + 2 4Ρ Ρ

�����

 + 3 5Ρ Ρ

�����

+ 4 6Ρ Ρ

�����

+ 5 1Ρ Ρ

�����

+ 6 2Ρ Ρ

�����

 = 

( 1 3Ρ Ρ

�����

 + 3 5Ρ Ρ

�����

 + 5 1Ρ Ρ

�����

) + ( 2 4Ρ Ρ

�����

 + + 4 6Ρ Ρ

�����

+ + 6 2Ρ Ρ

�����

) =  

= 1 1Ρ Ρ

����

 + 2 2Ρ Ρ

����

= 

=0
�

 + 0
�

 = 0
�

 
3. 
Αν  Α , Β , Γ , ∆  τέσσερα σηµεία και Ο το µέσο του ΑΓ , να αποδείξετε ότι  

ΟΒ

����

 + Ο∆
����

=ΑΒ
����

− ∆Γ

����

  
Προτεινόµενη λύση  
Ο µέσο του ΑΓ   άρα   ΟΑ

����

 = − ΟΓ
����

   (1)  
ΑΒ

����

− ∆Γ

����

 = ΟΒ
����

−  ΟΑ
����

− (ΟΓ
����

−  Ο∆
����

) =  

                 =  ΟΒ
����

−  ΟΑ
����

− ΟΓ

����

+ Ο∆
����

 
(1)

=    

                 =  ΟΒ
����

−  ΟΑ
����

+ ΟΑ
����

+ Ο∆
����

=   ΟΒ
����

 + Ο∆
����

    
 
 

Θεωρία 2-6  

Εκφράζουµε τα  
διανύσµατα µε  
αρχή το Ο  
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4. 
Αν για τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α∆Ε  ισχύει  ΑΒ

����

+ ΑΓ
����

=  Α∆
����

 + ΑΕ
����

,  να δείξτε ότι το 
τετράπλευρο  Β∆ΓΕ  είναι παραλληλόγραµµο.  
Προτεινόµενη λύση  

ΑΒ

����

+ ΑΓ
����

=  Α∆
����

 + ΑΕ
����

   άρα   ΑΒ
����

− Α∆

����

= ΑΕ
����

− ΑΓ

����

  
                                                   ∆Β

����

= ΓΕ
����

 
                                                    ∆Β = ΓΕ  και  Β∆ // ΓΕ   
                                                    Β∆ΓΕ   παραλληλόγραµµο 
 

5. 
Έστω τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και σηµείο Μ.  Τι συµπεραίνετε για το ΑΒΓ∆ ,  αν ισχύει 
α) ΜΑ

�����

+ ΜΓ

����

=  Μ∆

����

 + ΜΒ

�����

 

β) ΜΑ−ΜΓ

����� ����

= ΜΒ−Μ∆

����� ����

 

γ) ΜΑ

�����

+ ΜΓ

����

=  Μ∆

����

 + ΜΒ

�����

   και   ΜΑ−ΜΓ

����� ����

= ΜΒ−Μ∆

����� ����

 

Προτεινόµενη λύση  
α)  
ΜΑ

�����

+ ΜΓ

����

=  Μ∆

����

 + ΜΒ

�����

    άρα  ΜΓ

����

− Μ∆

����

 = ΜΒ

�����

− ΜΑ

�����

  
                                                      ∆Γ

����

= ΑΒ
����

 
                                                       ∆Γ = ΑΒ   και   ∆Γ // ΑΒ  
                                                       ΑΒΓ∆  παραλληλόγραµµο 
β) 

ΜΑ−ΜΓ

����� ����

= ΜΒ−Μ∆

����� ����

   άρα   ΓΑ
����

= ∆Β
����

                                                           

                                                      ΑΓ = Β∆  ίσες διαγώνιες 
γ)  
Είναι ο συνδυασµός των (α) και (β),  οπότε το τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο 
µε ίσες διαγώνιες , συνεπώς είναι ορθογώνιο  
 
 
6. 
Σε τρίγωνο ΑΒΓ,  αν ∆ είναι τυχαίο σηµείο της ΒΓ,  δείξτε ότι  
ΑΒ

����

 + Β∆
����

 = ΑΓ
����

 + Γ∆
����

 
Προτεινόµενη λύση  

Είναι  ΑΒ
����

 + Β∆
����

 = Α∆
����

   και  ΑΓ
����

 + Γ∆
����

 = Α∆
����

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Θεωρία 5  
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Κ

∆ Γ

Β
Α

7. 
Στο διπλανό παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ , να εκφράσετε  
µε ένα διάνυσµα τα εξαγόµενα  
α) ΚΑ
����

 + ΑΒ
����

        β) Κ∆
����

+ ΒΚ
����

          γ)ΚΑ
����

− ΚΓ

����

   

δ)ΑΒ
����

 + Γ∆
����

          ε)Γ∆
����

+ ΓΒ
����

           στ)∆Α
����

−  ΓΒ
����

                 

ζ)Α∆
����

− ΑΒ

����

           η)ΓΒ
����

− Γ∆

����

            θ)ΑΓ
����

+ ∆Β
����

 + Γ∆
����

       

ι) ΓΑ
����

 + Α∆
����

 + ∆Β
����

 −  ΓΒ
����

 

Προτεινόµενη  λύση  

α) ΚΑ
����

 + ΑΒ
����

 = ΚΒ
����

                        β) Κ∆
����

+ ΒΚ
����

 = ΒΚ
����

 + Κ∆
����

= Β∆
����

         

γ) ΚΑ
����

− ΚΓ

����

 = ΓΑ
����

                         δ) ΑΒ
����

 + Γ∆
����

 = ΑΒ
����

 + ΒΑ
����

 = 0
�

       

ε) Γ∆
����

+ ΓΒ
����

 = ΓΑ
����

                         στ) ∆Α
����

−  ΓΒ
����

= ∆Α
����

−  ∆Α
����

= 0
�

 

ζ) Α∆
����

− ΑΒ

����

 = Β∆
����

                          η) ΓΒ
����

− Γ∆

����

 = ∆Β
����

     

θ) ΑΓ
����

+ ∆Β
����

 + Γ∆
����

 = ΑΓ
����

+ Γ∆
����

 + ∆Β
����

 = ΑΒ
����

 

ι)  ΓΑ
����

 + Α∆
����

 + ∆Β
����

 −  ΓΒ
����

= ΓΒ
����

−  ΓΒ
����

= 0
�

 
 
 
8.  
Αν ΑΒΓ∆ παραλληλόγραµµο, δείξτε ότι για  οποιοδήποτε σηµείο Μ ισχύει  

α) ΜΒ

�����

 + Μ∆

����

 = ΜΑ

�����

 + ΜΓ

����

         β) ΜΑ ΜΓ ΒΜ ∆Μ 0+ + + =

����� ���� ����� ���� �

 

Προτεινόµενη λύση 

α)  
ΜΒ

�����

 + Μ∆

����

 = ΜΑ

�����

 + ΜΓ

����

   αρκεί να είναι  ΜΒ

�����

 − ΜΑ

�����

 = ΜΓ

����

− Μ∆

����

  
                                                                      ΑΒ

����

= ∆Γ
����

  που ισχύει αφού το ΑΒΓ∆ 
                                                                                        είναι παραλληλόγραµµο  
β)  
ΜΑ ΜΓ ΒΜ ∆Μ 0+ + + =

����� ���� ����� ���� �

   αρκεί να είναι   ΜΑ

�����

 + ΜΓ

����

 = − ΒΜ
�����

− ∆Μ

����

    
                                                                       ΜΑ

�����

 + ΜΓ

����

 =ΜΒ

�����

 + Μ∆

����

  
                                                                        που ισχύει λόγω του (α)  
 
9.   
Στα διπλανά σχήµατα να βρείτε το x

�

 
Προτεινόµενη λύση  
Στο αριστερά σχήµα  είναι  

x
�

 =α
�

 + (− γ
�

) + δ
�

+ (− β
�

) 

    = α
�

− γ
�

 + δ
�

− β
�

 
Στο δεξιά σχήµα  

x
�

 =α
�

 + ε
�

 + (− δ
�

) + (− γ
�

) + β
�

= 

    = α
�

 + ε
�

− δ
�

− γ
�

 + β
�
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10. 
Αν  Α , Β , Γ , ∆  είναι τέσσερα τυχαία σηµεία , να συµπληρώσετε τις ισότητες  

α) ΒΓ
����

 + ΑΒ
����

 = ....                                β) ΑΒ
����

−  ∆Β
����

=..       

γ)ΑΒ
����

 + ΒΓ
����

 + Γ∆
����

 =…                        δ) Β∆
����

 −  Γ∆
����

 =…   

ε)ΑΒ
����

 −  ∆Β
����

 + ∆Γ
����

=…                       στ) ΑΓ
����

−  Β∆
����

 + Γ∆
����

  

ζ) ΓΒ
����

−Α∆
����

 + Β∆
����

 =…                         η) Α∆
����

 + ∆Β
����

 + ΒΑ
����

 =… 

θ) ΑΒ
����

+ Β∆
����

 − Γ∆
����

−ΑΓ
����

 =… 

Προτεινόµενη λύση  

α)  
ΒΓ

����

 + ΑΒ
����

  = ΑΒ
����

+ ΒΓ
����

 = ΑΓ
����

 

β)  
ΑΒ

����

−  ∆Β
����

= ΑΒ
����

+ Β∆
����

 = Α∆
����

     

γ) 
ΑΒ

����

 + ΒΓ
����

 + Γ∆
����

 =Α∆
����

 

δ) 
Β∆

����

 −  Γ∆
����

 =Β∆
����

 + ∆Γ
����

 =ΒΓ
����

 

ε) 
ΑΒ

����

 −  ∆Β
����

 + ∆Γ
����

=ΑΒ
����

 + Β∆
����

 +∆Γ
����

=ΑΓ
����

                         

στ) 
ΑΓ

����

−  Β∆
����

 + Γ∆
����

= ΑΓ
����

 + Γ∆
����

+ ∆Β
����

 =ΑΒ
����

  

ζ)  
ΓΒ

����

−Α∆
����

 + Β∆
����

 =ΓΒ
����

 + Β∆
����

 + ∆Α
����

=ΓΑ
����

                     

η) 
Α∆

����

 + ∆Β
����

 + ΒΑ
����

 = ΑΑ
����

=0
�

  

θ)  
ΑΒ

����

+ Β∆
����

 − Γ∆
����

−ΑΓ
����

 =ΑΒ
����

+ Β∆
����

+∆Γ
����

+ΓΑ
����

= ΑΑ
����

=0
�

 
 
 
11. 
Αν για τα σηµεία  Α,  Β,  Γ,  Ρ,  Μ  ισχύει  η σχέση  ΑΒ ΑΓ ΑΡ ΑΜ+ = +

���� ���� ���� �����

,   
να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΡΓΜ  είναι παραλληλόγραµµο  
Προτεινόµενη λύση  

ΑΒ ΑΓ ΑΡ ΑΜ+ = +

���� ���� ���� �����

  άρα   ΑΒ
����

−ΑΡ
����

 = ΑΜ
�����

−ΑΓ
����

 
                                               ΡΒ

����

 = ΓΜ
����

 
                                               ΡΒ = // ΓΜ   
                                               ΒΡΓΜ   παραλληλόγραµµο  
 
 
 
 

Πρέπει να απαλλα- 
γούµε από το  Α,  
γι’ αυτό δηµιουργούµε 
διαφορές µε αρχή Α 
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12. 
Αν για τα σηµεία  Α , Β ,  Γ ,  ∆ ,  Ε   ισχύει  η σχέση   ∆Β ΓΕ ∆Γ ΑΕ− = −

���� ���� ���� ����

, να δείξτε 
ότι τα σηµεία  Α και  Β συµπίπτουν. 
Προτεινόµενη λύση  
∆Β ΓΕ ∆Γ ΑΕ− = −

���� ���� ���� ����

   άρα   ΓΒ
����

− Γ∆

����

− ΓΕ

����

 = − Γ∆
����

− (ΓΕ
����

− ΓΑ

����

) 
                                              ΓΒ

����

− ΓΕ

����

 = − ΓΕ
����

 + ΓΑ
����

 
                                              ΕΒ

����

 = ΓΑ
����

− ΓΕ

����

 
                                              ΕΒ

����

 = ΕΑ
����

  άρα τα Β , Α συµπίπτουν 
 
 
 
 
 
 

Εκφράζουµε τα  
διανύσµατα µε  
τυχαία αρχή,  
έστω το Γ  


